Les valeurs numériques et leur précision
Geénéralités.

Un trés grand nombre de calculs, voire tous, onir joaut de trouver une valeur numérique
pour le résultat. Dans de nombreux exercices ddénaitique, on cherche a établir une
formule comportant des parametres et des variaklesa derniére question est souvent
nommee “"application numérique”. L'utilisation desdcalettes a modifié l'intérét de cette
démarche, mais il reste le point le plus importdetrésultat numérique que l'on écrit au bas
de la page.

Sans entrer dans le détail des nombres, on lésewsibus deux formes
1- les nombres entiers qui servent aux comptagdiés etc.
2- les nombre réels qui servent a mesurer des igggativant une certaine unité. Ces
nombres peuvent aussi représenter des élémentarsédgar exemple le nombre
11, des rapports de nombres, des pourcentages, deabpitéis etc.

Je ne m'intéresserai ici qu'aux nombres réels.

Un exemple simple

Soit un terrain rectangulaire longueur = 28.47 fatgeur = 15.23 m. , quelle est son aire ? Le
résultat de la multiplication donne 433.5981 mzdéestréaliste d'indiquer 4 chiffres apres le
point décimal ? Non, certainement pas. Imaginoreslguargeur soit en réalité 15.225. On a
arrondi a 15.23, ce qui est normal. Mais on ayaitaussi arrondir a 15.22. Le résultat de
l'aire serait alors 433.3134.

Donc, on décide d'arrondir le nombre 433.5981 a5#3puis a 433.60, puis a 434. m2 ce qui
est parfaitement normal. De la méme facon, le nent#3.3134 sera arrondi a 433. m2,
Lequel des deux résultat est bon ? Y a-t-il unéefguLa réponse est simple : le nombre 434
m2 (ou 433 m?2) représente l'aire du terrain. Cstrpas une valeur exacte, pas plus que la
mesure de la longueur ou de la largeur.

Cet exemple sera repris de fagon plus détaillés asuite.

Un peu d'histoire.

Il n'y a pas si longtemps, c'est a dire avantiVéer de l'informatique, les moyens de calcul
étaient limités au crayon et aux machines mécasique

On utilisait aussi des outils considérés commert@zala regle a calcul, la table de log. La
finalité était simple : faire des calculs justee@¥es moyens dont on disposait. Un calcul
“juste" n'est pas un calcul "exact", c'est un datpu fournit un résultat cohérent avec les
informations dont on dispose. En reprenant I'exenghl calcul d'aire, un résultat juste
provenant d'un calcul juste est 434 m?, mais al&3im2. La valeur "exacte" n'est pas connue.

Un mot sur la notion de précision. On I'exprimevani en "nombre de chiffres significatifs",
le nombre de décimales, c'est a dire la positionadeirgule ne dépend que des unités
choisies. Un exemple simple : la mesure d'une mistagur un plan. L'appareil utilisé est un
triple décimetre appelé kutch. Il a une sectioangulaire et donc on dispose de 6 échelles.
On estime que le pouvoir séparateur d'un ceil noestal/10 mm. Ce kutch mesure 300 mm,



on peut donc estimer qu'il y a 3000 positions digtables par un ceil normal, c'est a dire 3 ou
4 chiffres significatifs. Il en est de méme avee wégle a calcul qui a la méme dimension.
Pour mesurer des superficies, on utilise encorater@ant des planimetres. On estime que la
précision de la mesure des aires est de |'ordié5d®), soit environ 3 chiffres significatifs.

1/7 = 0.14 ; vrai ou faux ?

Cette question a provoqué un long débat sur umforu
Il'y a une expression a gauche du signe '=' eoambne décimal a droite.

Que représente le signe '=' ? Cela vaut la peingedgoser la question, mais une réponse
complete nécessiterait probablement un chapitierent

Une réponse simple serait de dire : si on a A alBrs on a aussi B = A. Une formulation
plus mathématique serait de dire "Si A = B est,\vailors B = A est vrai". En logique pure,
une telle affirmation est presque toujours fauEseeffet, lorsqu'elle est vrai, cela signifie que
A et B sont strictement interchangeables, si ¢'dé&icas A et B contiennent la méme
information et la méme formulation. Ce serait demmméme chose d'écrire A=A ou B=B, ce
qui, on l'admettra, n'a pas grand intérét. D'aifleil ne semble pas que le signe '=' fasse partie
des caractéres utilisés en logique. Les caractéieses sont plutét du genre '=>' qui se lit
"implique”. On peut remarquer aussi que le sighe@st quelque fois employé. L'expression
A:=B doit-elle étre comprise comme "on déclare fuest égal a B" ? Ceci dépasse le cadre
de ce papier.

Par contre en calcul numérique et en calcul formetfe formulation est généralement
utilisée. "A = B" doit étre compris comme "A estowl, quelle gu'en soit la raison, on trouve
une expression B qui lui est égale, éventuellerseus certaines conditions”.

En calcul formel on peut estimer que, sauf exceptalle est toujours vraie, par exemple
(a+b)2 = a2z + 2ab + b2 est équivalent a a2z +2bb= (a+b)2.

Le logicien admettra facilement, je pense, quesaagilité est fausse : a gauche du signe égal,
on a 3 termes associés par le signe '+' (additsams aucun rapport (sauf algébrique) avec ce
qu'il y a a droite du signe '=".

En calcul numérique c'est clairement faux pourelegle cité (1/7 = 0.14).
Par contre 3/2 = 1.5 est vrali, puisque 1.5 = 3/2.

Etudions I'expression de gauche, on appelle cetafraction. C'est une notation particuliere

et différente de 1:7. Clairement 1:7 est une exgiwesqui représente une division. On s'attend
a effectuer la division pour obtenir un nombre.\@rdiviser le nombre 1 par le nombre 7. Si

on fait cette opération avec un ordinateur, dansakgénéral, on obtiendra 0. La raison est
simple, si on divise un nombre entier par un nongsrer, on obtiendra un nombre entier.

Pour tourner la difficulté on va déclarer que 1I7etont des nombres réels, par exemple en
rajoutant un point décimal.

Que représente en mathématique l'expression 1/@s? @he représentation codée pour dire
"inverse du nombre 7".Dans le cas ou le dénominasuplus grand que le numérateur, le

nombre équivalent est inférieur a 1. Cela ne pwatdu'un nombre réel, puisqu'il n'existe pas
de nombre entier compris strictement entre O et 1.

Par définition, un nombre réel ne peut pas étretexan en conclue que la représentation 1/7
est considérée comme la représentation simple rgcteésies) d'un nombre réel dont on ne

connait pas la valeur exacte.



Autres exemples de représentation de nombresgéetsforme symbolique rac(3}, 22/7, e,
2/3 etc. On appelle cela "valeur exacte” ou "nomdxact”, par opposition a respectivement
1.4142, 3.1416, 3.14, 2.71828, 0.67 qui sont desivsmapprochées.

Etudions I'expression de droite. C'est un nombognti. Le nombre de décimales est deux. |l
est trés courant d'exprimer les nombres décimaeg dgux décimales, par exemple les prix.
Dans la plupart des cas le nombre de "centiem&st, & dire la seconde décimale correspond
a un arrondi ou éventuellement une troncature.

Exemple d'étiquette imprimée par une balance syroduit de super-marcheé :

Prix 13.95€/kg

Poids net 0.212 kg

Prix a payer 2.96 €

Le résultat de la multiplication est 2.9574. Le hoenreprésentant le prix a payer est arrondi
au centime le plus proche, c'est a dire 2.96. €xteil faux ? Certainement pas.

Le prix au kg peut étre considéré comme un nomkaete C'est a dire le nombre réel dont
tous les chiffres suivant le dernier indiqué soe$ déros. Plus rigoureusement, on a fixé le
prix avec l'unité "centimes" par un nombre entipujs on l'affiche avec l'unité € en
positionnant une virgule (ou un point décimal) avindeuxiéme chiffre en partant de la
droite.

Le poids net est un nombre réel, avec 3 chiffrgeificatifs dans le cas présent, qui ne peut
pas étre un nombre exact. On ne connait pas sarvake balance I'a, probablement, arrondi
au 1/1000 le plus proche. Enfin, le résultat deldtiplication a été arrondi au centime le plus
proche.

En fait, on ignore si la balance a fait la multplion du prix au kg et du poids mesuré,
probablement avec 5 ou 7 chiffres significatifsjsparrondi le résultat au centime le plus
proche ou si au contraire, le nombre correspondanmtoids mesuré a été arrondi au gramme
le plus proche, puis multiplié par le prix au kgnsidéré comme valeur exacte.

Revenons a I'égalité, titre du paragraphe 1/7 4.0.1
Le résultat "exact" pourrait s'écrire 1/7 = 0.142B882857142857142857 ... le groupe
"142857" se répétant indéfiniment.

Nota. Pour étre tout a fait rigoureux, la questiposée a des éleves de seconde était la
suivante:

1/70{0.15;0.14;5} ?

Sans aucun autre commentaire.

La réponse attendue était NON. Il y a lieu de mécgue I'étonnement du professeur résidait
dans le fait que les éleves qui se sont trompésftettué la division avec la calculette et ont
arrondi a 0.14, ce qui leur a paru correct alorsajle professeur attendait une réponse
résultant du raisonnement "1/7 est un nombre ridehe peut pas étre écrit sous forme
décimale”.



Avec l'informatigue.

Comme je lai dit dans un paragraphe précédentefaid, on effectuait les calculs
numeriques avec une regle a calcul La regle aicdtmne le résultat sans tenir compte de la
position de la virgule (point décimal). Autremeiittld manipulation pour calculer 689 x 468
ou 6.89 x 4.68 était la méme. Le résultat étaitrenv322 et il incombait a l'utilisateur de
positionner la virgule correctement.

Avec la table de logarithme, l'opération était ptasile, puisque le logarithme décimal se
compose d'une mantisse et d'une caractéristiquerepeésentation dans une machine
informatique est assez comparable. On parle géameait de nombre a virgule flottante. Il est
composé d'une mantisse, la suite des chiffres ceampde nombre et d'un exposant, ce qui
correspond a la caractéristique d'une table de log.

Détaillons les problémes liés a la précision.

La norme prévoit deux types de nombres scientifiglestype "float" et le type "double”.

Un nombre déclar@ioat est sur 32 bits, c'est a dire 4 octets. L'expossintompris entre -38
et 38, soit environ 1 octet il reste donc 3 ocfeisr la mantisse, soit une précision de 7
chiffres significatifs.

Un nombre déclarédoubleest sur 64 bits, c'est a dire 8 octets. L'exposantompris entre
—-308 et 308, soit environ 2 octets, il reste doractets pour la mantisse, soit une précision
de 15 chiffres significatifs.

Ceci a des conséquences importantes.

1- comparaison de nombres "réel". Un nombre quedfipelle réel en mathématique est
impossible a représenter en informatique. Reprefiexsmple de 1/7, la machine ne
pourra mémoriser que 7 chiffres c'est a dire prigmaént 0.1428571
Sur ma machine j'ai tapé les lignes suivantes:

float A=1./7.;
double B=A;
printf("A=%0.8f B=%0.8f 1/7=%0.8f\n",A, B, 1./7.)
Le résultat est le suivant
A=0.14285715 B=0.14285715 1/7=0.14285714
On observe la différence entre A qui est initiaBsk./7. et I'impression de 1./7.
Donc, si on avait testé I'égalité entre A et Id#ésultat aurait été FALSE.
Il est donc indispensable de tester I'égalité didt@ants avec une petite tolérance.

2- Opération arithmétiques sur les flottants. tl@air que la machine travaille et calcule
avec les nombres dont elle dispose, c'est a ditefffes significatifs.
Cas de l'addition : si on ajoute un petit nombranagrand nombre, par exemple
12345.9 + 0.008, le résultat aura le nombre ddrekifsignificatifs possibles et le
second terme sera probablement perdu.
Cas de la multiplication : on connait la formulecddcul d'aire d'un polygone a partir
des coordonnées A = #(Xi+Xi+1) * (Yi - Yis1)) . Compte tenu de ce qui a été dit, on
constate I'importance de s'imposer de ne fairecdksils que sur des petits nombres,
tout au moins de méme ordre de grandeur

Il faut noter que les calculettes auraient tendamaaasquer ces problemes en faisant les
calculs avec un grand nombre d'octets. Mais quels spient le nombre de chiffres
significatifs, ils sont en nombre fini.



Il parait intéressant de préciser une applicatierces notions. Soit un logiciel qui traite de
représentation géographique, par exemple le cadastr

On sait que les coordonnées géographigues sont ldasgsteme Iégal Lambert 93. Les
coordonnées de l'origine sont X=700 000 m, Y=6600 m. C'est a dire 6 ou 7 chiffres
significatifs pour les métres. Il semble donc itlite d'espérer calculer quoi que ce soit avec
une preécision meilleure que le métre. La solutionsiste a faire un changement de variable.
Par exemple pour la région de Strasbourg, on feeananslation

DX=-1070000. m. et DY=-6880000 m.

Autre astuce, puisqu'on travaille avec des valdarprécision homogéne. c'est a dire qu'on va
faire les calculs au millimeétre pres pour étre @éida précision du cm., on pourra multiplier
toutes les valeurs par 1000 ou 10000 et calculemcenbres entier. On "gagne" ainsi 2 a 3
chiffres significatifs.

Précision des calculs a partir de mesures

Ce paragraphe est plus compliqué et entre danade= alu calcul d'erreur. Je partirai d'un
exemple du cours de JJ. Levallois et donneraiXdpBoations au fur et a mesure.

On considere un rectangle de coté x, y mesurésoabletdécametre ; on demande I'erreur
moyenne quadratique (écart-type) caractérisantegon de la surface.

Nous avons S =X .y

dS =xdy + ydx.

On appelle E2 indice x le carré de I'écart moyesdgatique, qu'on appelle aussi variance.
Alors E% = x2 E3 + y? E%. En effet, on applique le principe de l'indépermades erreurs et
les produits de petits de second ordre sont nejligs.

Soite I'erreur moyenne quadratique d'une portée de deddtameétre

Le c6té x contient n portées (y compris I'appoint).

Le cbté y contient n' portées (y compris l'appoint)

On a par conséquent E2€3n ; E2y =€2.n".

D'ou E2s = x%2.n" + y2e2.n

Application numérique x=120m. n=6 ; y=160m. n'=8=t1cm

E2s = 1202 x 8 x (0.01)2 + 1602 x 6 x (0.01)2

Es =t rac((1.20)2 x 8 + (1.60)2 x &+ rac(27) =+ 5.1 m?

" On voit donc combien il est illusoire de fixerdhiffre des centiares dans les évaluations de
surfaces, ou le centiare ne peut jouer que led@léécimale< psychologique>."

Exemple

Cet exemple a été pris sur un forum de mathématjgnéraliste et de haut niveau, c'est a dire
gu'il n'a pas pour objectif principal I'aide auxégns.

La question posée était "comment calculer de raypcercle".

Géomeétriguement, ce probleme est simple, d'autaihétpit accompagné d'une figure.
Pourtant, il a provoqué plusieurs échanges ensééhors de ce forum.

Examinons la figure, on a un triangle ABC. AC e3¢ worde du cercle cherché, et B apparait
bien comme la projection orthogonale de C suryemgassant par A. En d'autres termes,
telle que la figure a été dessinée, le triangle ABCrectangle en B.
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Les longueurs des 3 c6té du triangle sont 114205 3109.2. Si on applique le théoreme de
Pythagore, on obtient 114.02 ~ 32.52 + 109.22, 4@1896.0 ~ 1056.25 + 11924.64

Ce qui pourrait laisser penser que ce triangld pa&srectangle.

La racine carrée de la somme des deux cbtés danmeeshypoténuse égale a 113.98 au lieu
de 114.0, soit une différence de 2/100 mm. D'al@edonnées, les mesures ont été faites
avec la précision du 1/10 mm.

On a vu que I'on peut admettre I'hypothése quediegie ABC est rectangle en B. Il y donc
une valeur en sur-nombre.

Si on admet comme juste les longueurs des 2 dt#s, I'hypoténuse mesure 113.98

De la méme fagon le grand cété, admettant I'nypsiget le petit cbté serait 109.27

De la méme facon le petit coté, admettant I'hypatéret le grand coté serait 32.73

Les erreurs de mesures seraient respectivement@d2et 0.23.



N'ayant aucune information sur la méthode de medwest impossible de décider. Pour
mémoire, les différents résultats trouvés sont71899199.94 et 198.52.

Conclusion.

Lors de I'énoncé d'un résultat numeérique, il assatje de considérer que le nombre indiqué
est "bon". Ce qualificatif "bon" ne signifie pasxéet" mais signifie "résultat obtenu avec les
informations dont on dispose".

Un nombre exagéré de décimales n'apporte rien mousudiminue la crédibilité de ce
résultat..

Pierre Dolez, le 22 septembre 2015



